Análise Matemática IV 

Problemas para as Aulas Práticas 

12 de Dezembro de 2006 



Semana 12 



1 . Calcule a série de Fourier da função / : [—1,1] — > M definida por 

-1 se -1<jc^0, 



•^ i +1 se 0<x< 1. 

e indique para que valores converge (pontualmente) a série obtida. 

Resolução: 

A série de Fourier associada a / será 



oo 

SF [f] (x) = — + ^ ( ««cos (»7tjc) + £>„ sen (nnx) ] 



2 
em que 

a o = / f(x)dx = e a n = i cos (nnx) f(x)dx = 

dado que / é uma função impar; e 



[ l f l 2 i 2 

b n = I sen (nnx) f(x)dx = 2 sen (nnx) dx = cos (nnx) = — (l— cos (nn)) 

J-\ Jo nn o nn 

Assim 

oo r\ 

SF[f](x) = V — (1 — cos(«7z;))sen(tt7z;x) 

Visto 

se n é par 



1-cos(/mt) = l-(-l)": , 

I 2 se n é ímpar 



podemos escrever 



MM ^ 4 „„ N , Í/(jc) se XE - 1,0 U 0,1 

SF[f](x)=Y- — - sen 2n-l )nx ) = < K ' J ' L J ' L 

U1K ' ^(2n-l)n u ' ' IO se jc = -1,jc = 0, x=l 
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2. Determine a série de Fourier da função g(x) = L— \x\, no intervalo [—L,L]. Utilizando a série 
obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que 

£T 1 11 n 2 

l + TT+TT + --- = — ■ 



„f 1 (2n-l) 2 ' 3 2 '5 

Resolução: 

A função f(x) pode ser escrita na forma 

, ._ ÍL + x se xE [-L,0[ 
1 L — x se x G [0,L] 

A série de Fourier associada a / será 

SF[f\(x) = — + 2^ ^a„cos(— x)+6„sen(— x) 
em que 



2 i 

n = \ 



\ Í L 2 Í L 

«o = — / f(x)dx = - (L — x) dx = L 

e para n > 1 

1 /■£ 2 [ L 2L 

a n =— f (x) cos (nnx)dx = — /(x)cos (nnx)dx = — = — ^-(1 — cos(wtt)) 



1 í 1 M , N T 2 [ L , .. , . 2L 

/ (x)cos (tmtjc) dx = — 

-L LJo 

Dado que / é uma função par podemos concluir que 

r-L 



Assim 



Visto 



podemos escrever 



1 f L 
b n = — I sen (nnx)f(x) dx = 

LJ-L 



L ^ 2L n% 

^1/Jw = Õ+L -^-2(l-cos(n^))cos— x 

Z* i /7 JL l—t 



se né par 

1 -cos(n^) = 1 - (— 1) = < 

2 se né ímpar 



L 2 ~ AL (2n-l)n ) f{x) sexe]-L,L[ 



ff[/]W = 7 +lM- T ^rCos 



x- , L 



4 ^ (2w-l) 2 7F 2 L [| sex=-L, x = L 

Para calcular o valor da série numérica, usaremos o facto de para x = se ter SF[f](0) = /(O), 

isto é 

L " AL 

2 + ^(2n-iy^- 

pelo que 

4 " 1 _ 1 ~ 1 _ n 2 

^L (2^17 ~2^ h (2^^ " "8" 
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3. Determine a série de Fourier da função h(x) = x 2 , no intervalo x e [—L,L]. Utilizando a série 
obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que 

L n 1 ~ + 2 2+ 3 2+ '"~ 6 ' 

n=\ 

Resolução: 

A série de Fourier associada a h será 



fl v-< / / n7z: / n K 

SF[h\(x) = — + 2^ [a n cos(— x)+b n sen(— x) 



2 i 

em que 

1 í 1 .,,. 2 r L o . 2L 2 



1 /" 2 /" 2 

ao = — / h(x)dx = — x dx 



-l Ljq 3 

e para n > 1 

1 /- L 2 /" L , _ AL 1 

an= lJ- L ' 

Dado que / é uma função par podemos concluir que 



Í L 2 Í L i 4L 2 

/ h(x)cos (nnx)dx = — / x cos (nnx)dx= —„ — ^-cos (nn) 
J-L LJo n L n L 



1 f L 

b n = — I sen (nnx)h(x)dx = 

LJ-L 



Assim 



n rrn/ N L 2 ~ 4L 2 . , nn \h(x) sexe]-L,L[ 

3 ^ { n l n L L [L A sex = -L,x = L 

Para calcular o valor da série numérica, usaremos o facto de para x = L se ter 5F[/i](L) = L 2 
isto é 



1- V -õ — r cos (nn)cos (nn) = L 

3 *-| n 2 7z; 2 v ; v ' 

n=i 



2 



pelo que 

n 2 L n 2 ~ 3 ^ *-! n 2 " " 6 
4. Considere as funções definidas por f(x) = 1 e g(jt) = x. Determine: 

(a) as séries de Fourier associadas a / e g no intervalo [—1,1]; 

(b) as séries de senos associadas a / e g no intervalo [0,1]; 

(c) as séries de cosenos associadas a / e g no intervalo [0,1]. 

Resolução: 

(a) A série de Fourier associada a / no intervalo [—1,1] é: 



oo 

SF [/](*) = — + 52 ( a n cos (wttjc) +è„sen(«7i;x) 

n = l 
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Como / é uma função par, podemos concluir que: 

fl o = / f(x)dx = 2 1 dx = 2 
J-\ Jo 

e para n > 1 



a n = / f(x)cos(n7ix)dx = 2 lcos (nnx)dx = — (sen(n^) — sen(O)) = 0, 
J-\ Jo n% 

b n = l f(x)sen(n7ix)dx = 0. 

Assim, 

SF[f](x) = l=f(x). 

A série de Fourier associada a g no intervalo [—1,1] é: 

oo 

SF[g](x) = — + ^ (««cos (nnx) + b n sen(rmx) 

n=í 

Como g é uma função ímpar, podemos concluir que: 



-1 

fl 



/ g(x)dx = 0, 



e para n > 1 



a n = / g(x)cOS (^TTJC) <ÍX = 0, 

bn= I g(x)sen(n7ix)dx = 2 xsen(n7ix)dx 
J-i Jo 

( X l 1 í l 

= 2 ( cos (nnx) -\ / cos (nnx) dx 

V n% o n% Jo 



Assim, 



o n% Jo 

—cos(7in) = —(-l) n+l . 
n% n% 



oo r\ 

SF[g](x) = V — (-l) n+1 sen (nnx). 
«ti nn 



(b) Para obter a série de senos de um função no intervalo [0, 1] temos de prolongá-la como 
funções ímpar ao intervalo [—1,1]. A série de Fourier da função prolongada é a série de senos 
procurada. 

A série de senos de / em [0,1] é consequência da extensão ímpar ao intervalo [—1,1], isto é, da 
série de Fourier da função 

1 sei G [0,1] 

■1 sexe [-1,0] 
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pelo que a série procurada é (ver probema 1): 

TT 2 n / ,^«^ / \ í 1 se xg]0,1[ 
n^i^n I se x = ou x = 1 

A série de senos de g em [0, 1] é consequência da extensão ímpar ao intervalo [—1, 1]. Como g 
é ímpar, o prolongamento coincide com g e a série de senos é a série de Fourier que calculámos 
na alínea (a): 

oo r\ 

y _ (-í)^ 1 sen (/hw). 

(c) Para obter a série de cosenos de um função no intervalo [0, 1] temos de prolongá-la como 
funções par ao intervalo [—1,1]. A série de Fourier da função prolongada é a série de cosenos 
procurada. 

Como / é uma função par, a série de cosenos no intervalo [0, 1] é a série de Fourier que cal- 
culámos na alínea (a), i.e., a série com um único termo constante 1. 

A série de cosenos de g em [0, 1] é consequência da extensão par ao intervalo [—1, 1], isto é, da 
série de Fourier da função 

Íx se x G [0, 1] 
—x se x G [—1,0] 
Temos, pois, que a série procurada é: 

oo 

+ ^ a n cos (nnx) , 
onde 



2 

n=\ 



fl 



/ g(x)dx = 2 g(x)dx = 2 xdx=\. 



-1 Jo Jo 

e para n > 0: 

»1 ,H /•! 

-1 ^0 ^0 



7 « = / g(x)cos(n7ix)dx = 2 g(x)cos (nnx)dx = 2 / xcos (niix)dx = — r -, y((— 1)' ! — 1). 
J-l Jo jo 7T z n z 

5. Considere a equação de propagação do calor 

du , 5 2 « . . 

(a) Mostre que as suas soluções estacionárias (isto é, que não dependem do tempo) são da 
forma u{x) = Ax + B. 

(b) Determine a solução estacionária para o problema correspondente a uma barra situada 
entre os pontos x = e x = L, em que se fixam as temperaturas u(0,t) = T\ , u(L,t) = Ti. 

(c) Resolva a equação (*) para 0^x^ 1 e para as condições iniciais e de fronteira 

m(0,í) = 20, k(1,í) = 60, M (jc,0) = 75. 
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Resolução: (a) Uma solução é estacionária se e só se u t = 0, pelo que as soluções estacionárias 
de (*) são as funções u = u(x) que satisfazem u xx = 0. É claro, então, que u tem de ser um 
polinómio de grau 1 em x: u(x) = Ax + B, onde A e B são constantes. 

(b) Com u(x) =Ax + B, temos w(0) = B = 7\ e u(L) =AL + B = T 2 . Portanto 

T 2 - B T 2 -T x 

B = Ti e A = — = — -. 

L L 

A solução estacionária pretendida é u(x) = 2 L - x + T\. 

(c) Identificamos, em relação às alíneas anteriores, L = 1, T\ = 20 e Ti = 60. Designando por 
w(x,t) a diferença entre a solução estacionária u(x) = 40x + 20 e a solução do problema u(x,t), 
ou seja 

w(x, t) = u(x, t) - 40x - 20, 

vemos que w(x,t) é solução do problema: 

dw ■) d w 

— = a 3- -y com w(0,í) = w(í,t) =0 e w(x,0) = 55 - 40x. 

Usando o método da separação de variáveis obtemos 



>(x,t) = ^M^^sen^Tw), 
Donde 



B=l 



55 — 40x = ^ ^n sen («TTJC) • 

H = l 

Determinamos os coeficientes desta série de senos da forma habitual, recorrendo a integração 
por partes: 

•1 



b n = 2 / (55 — 40x) sen (nnx) dx 
cos (nnx) 



o 

1 -2/ 1 (-40) COs(n7rx) Jx 
Jo — nn 



(55 - 40x) 



2 



2 (55 - 40) 



-nn 
cos (wtt) 55 



«7z; — nn 



1°( 3 (_i)-+i + 11 
nn \ 



Então 



k(jc,í) = 20 + 40x + w(x,í) 

10 
«7Z; 



+°° iq / \ 

20 + 40x+ £ — f 3 (-1)" +1 + ll)exp(-n 2 7z; 2 a 2 í)sen ( n wjc) 

n=l 



Note-se que esta solução é C°° para t > 0, e contínua para < K 1 e í = 0, mas descontínua 
nos pontos (x,t) = (0,0) e (x,t) = (1,0) porque a condição inicial não é compatível com as 
condições fronteira. 
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6. Recorrendo ao método de separação de variáveis, resolva o seguinte problema para a equação 
das ondas 

_ =C 2_. (( >0,,E[0,1]) 

u(t,0) =u(t,l) = 0, 

w(0,jc) =0, -^(0,x) = 1, 
ot 

onde c é um parâmetro real. 

Resolução: Recorrendo ao método da separação de variáveis, utilizando as condições fronteira 
u(t,0) = u(t, 1) = 0, obtemos soluções da forma: 

(A„cos (nnct) + B n sen (nnct)) sen (nnx) , 

onde « = 0,1,2,... Assim, procuramos uma solução da forma: 

-j-oo 

u(t,x) = V (A n cos (nnct) +B n sen (nnct)) sen (nnx). 

n=\ 

Impondo a condição inicial: 



<(0,x) = ^ A n sen (nnx) = 0, 



n=\ 



concluímos que A n = 0, para todo o n. Por outro lado, derivando u(t,x) em ordem a t, obtemos: 

d+oo 
u Z-, 
-jr- = 2_, nncB n cos (nnct) sen (nnx) , 

n=\ 

pelo que a segunda condição inicial fornece: 

du 



dt 



(0,x) = ^ nncB n sen (nnx) = 1. 



re=l 



Precisamos, pois, de expandir a função constante 1, numa série de senos no intervalo [0, 1]. Isto 
fornece os coeficientes (ver problema 4): 



nncB n = 2 / sen (nnx) dx 

Jo 



cos (nn) — 1 



/o — nn 

ou seja 

R 2(1- (-1)») 

Z3„ — - 



n 2 n 2 c 



Portanto a solução é 



^(í-t-in 

w (í,x) = > s — = sen (nnct) sen (n^x) . 

'—', n l n l c 

n=\ 
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7. Recorrendo ao método de separação de variáveis, resolva o seguinte problema para a equação 

de Laplace 

' d 2 u d 2 u , r „ 

^2 + ^2=0, (X,VG[0,1]) 

du , „. „ du . . ,_ . 

-^-(x,0) = 0, ^-(jc,1)=cos(2jw), 

^(0,v)=0, ^(l,v) = cos(2^). 



Resolução: Começamos por observar que basta resolver cada um dos problemas: 





f d 2 u\ d 2 u\ 

+ 



<9x 2 <9y 2 

dwi . . du\ . 

-^x,0 =0, -^(x,l) = 0, 

c/v ay 

■(0,y)=0, ^(l,y) = cos(7Tj), 



'<9 2 W 2 d 2 U 2 _ 



dx 



dx 



dx ' dx 

pois a solução procurada é a soma das soluções de cada um destes problemas: 

u(x,y) = m(x,y) + u 2 (x,y). 



dx 2 dy 2 

^M) = 0, ^(x,l) = cos(2^), 
dy dy 



du\ 
Recorrendo ao método da separação de variáveis, e utilizando as condições fronteira -= — (x, 0) 

dy 

du\ du\ 

-zr— (x, 1) = -zr—(0,y) = 0, obtemos soluções para o primeiro sistema da forma: 
dy dx 

cosh (nnx) cos (nny), n = 0,1,2,... 
Assim, vemos que a solução do primeiro sistema é da forma 



6/ 



u\ (x,y) = — + ^ ««cosh («^:x)cos {nny) , 

n={ 

e de forma semelhante para ui, já que ui(x,y) = u\ (y,x). 

du\ dui 

Impondo as condições fronteira -= — (l,v) = cos (2ny) e — — (jc, 1) = cos (2nx), obtemos, 

dx dy 

. «o cos h (27z;x)cos (2ny) , . ao cosh(27ry)cos {2nx) 

u\(x,y) = 1 ; — : e U2(x,y) = 1 — : . 

u y> 2 2^senh(27r) V ' /; 2 2^senh(2^) 



A solução pretendida é pois 



í(x,v) = c + 



cosh (27z;x)cos (27ry) + cosh (27ry)cos (2nx) 
2nsenh(2n) 



onde c é uma constante arbitrária. 
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8. Resolva a equação 

u t = u xx + 2u, (ie [0,n]) 
u x {0,t) = u x (n,t) = 0, 
u(x,0) = senx. 

Resolução: 

Recorrendo ao método da separação de variáveis, e utilizando as condições fronteira u x (0,t) 
u x (n,t) = obtemos soluções da forma: 

g( 2 -" 2 )'cos (nx) (n = 0,1,2, ■■■)■ 
Tomando combinações lineares destas soluções chegamos a 



2í +oo 

( x ,t) = ^- + £ a^-^cos (nx). 



2 

Para determinar os coeficientes a„, impomos que u(x,t) satisfaça a condição inicial, o que 
fornce: 

u(x,0) = — + £ ««cos (nx) = senx. 

2 ra=l 

Ou seja, os ci n são os coeficientes do desenvolvimento da função senx numa série de cosenos 
no intervalo [0, n}. Da forma usual, obtemos: 

2 « 7T i-„2 se n ^ i 

a n = — senx cosnx<ix = < 

' w ^ n i 

^ se n = 1 

Logo a solução procurada é: 

2 g2í / +°o 2 e -4n 2 í \ 

u(x,t) = — I 1 + £ T -^cos(2nx) 1 . 

9. Resolva a equação 

«í = u xx -tu, (x G [0,2tt]) 
m^(0,í) = u x (2n,t) = 
w(x,0) = x 

Resolução: 

Recorrendo ao método da separação de variáveis, e utilizando as condições fronteira u x (0,t) = 
u x (2n,t) = 0, obtemos soluções da forma: 

_nh__fi (Yl 

e * 2 cos ( -x 
Formando combinações lineares, concluímos que a solução toma a forma: 

, x ao -í^ v-i _«!í_^ /« \ 
u[x, t) = — e 2 + > a„e 4 2 cos ( — jc I . 

~ n=\ ~ 
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10 



Impondo que esta solução verifique a condição inicial 



~ í!=l 



vemos que os a n são os coeficientes da expansão da função /(x) = x numa série de cosenos no 
intervalo [0,2tt]. Ou seja, para n = 0: 



«o 



— - / Xí/x = = 7T 

2 27z; J 47z; 



e para « ^ 0: 



Cl 



„ — — I xcos \—x)dx= — ^ ((— 1)" — 1) . 



n Jo 



nn 



2 



Assim, a solução procurada é: 



_,2 4+?((-l) B -l) _ 5 !+2 íí ,/I . 



7T 



, 2 1 



n=\ 



ne 



4n z +2t , 



H — > —=e 4 'cos(nx) 



ra=l 



10. Recorrendo ao método de separação de variáveis, resolva o seguinte problema para a equação 
das ondas 

d 2 u d 2 u d 2 u 

dx 2 dy 2 dt 2 
u(x,0,t) = x , u(x, \,t)=x 
u(0,y,t) = 0, u(l,y,t) = l 
u(x,y,0) = x 



du 
. dt 

parax,y G [0,1] eí e E. 



(x,y, 0) = cos (2tt (x — y)) — cos (2tt (x + y)) 



Solução: 

Procurando uma solução v que não dependa de t e que satisfaça as condições fronteira, obtemos 

v(x,v) =x. 

Pelo que se definirmos (ú(t,x,y) = u(t,x,y) — x , esta função (O satisfaz as seguintes condições: 

( d 2 C0 d 2 Cõ d 2 ® 
dx 2 dy 2 dt 2 
O)(/,x,0) = 0, Q)(t,x, 1) = 

O)(í,0,v) = 0, O)(í,l,v) = 
k O)(0,x,v) = 0. 

Usando o método da separação de variáveis para resolver este último problema, chegamos à 
seguinte solução formal: 



-oo -4-oo 



0) 



n=\ m=l 



(t,x,y)= ^ ^ c mj „ sen (\/ (m 2 +n 2 )m) sen (mnx) sen (n7iy). 
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Atendendo que cos (2n (x — y)) — cos (2n(x+y)) = 2sen (27z;x)sen (2ny) , vem 



i(t,x,y) = x-\ ^=sen(V / 8^í)sen(27rx)sen(2^v). 

7TV2 



